Revision
Examen final

MAT-2930 Algebre linéaire appliqguée
Jean-Francois Lalonde



Strategies avant I’examen

e Dans les jours précédant 'examen :
e DORMIR

e Etude:
e devoirs, exercices faits en classe
e examens des années précedentes—ATTENTION!
e révision des notes de cours pour les modules plus difficiles

e Objectifs du cours (sur le site web)

e Dans les heures précédant 'examen :

e Alimentation adéquate (attention au sugar crash)

e Economisez votre énergie intellectuelle

e Detente



Strategies durant ’examen

- Avant de commencer :

e Survoler 'examen et classer les
guestions selon leur difficulté/temps

. Apres avoir commence :

e (Commencer par les questions les
plus faciles !

e Blogué.e ? Sautez la question et
prenez note d'y revenir

e [aites comme Dwight : respirez !
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4. Valeurs et vecteurs propres




Vecteur propre

e Un vecteur propre d’'une matrice A de dimensions nXn est un
vecteur non-nul tel que

Ax = )X

| ’orientation de X n’est pas modifiée par A |
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Calcul des valeurs et vecteurs propres

e A est une valeur propre de A si I’équation suivante admet une
solution non-triviale : \/\ ek propa

o/ Probleme : nous avons

(A - AI)X =0 2 inconnues (A et X)...

e Sil'espace nul n'est pas de dimension O, cela revient a dire que la
matrice (A — AlI) est singuliére. fone ek A-AT)= O

Besoin d’une fagon (autre que |'élimination)
de déterminer si une matrice est singuliere |
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Cofacteurs

* Le cofacteur d'un element a;; d'une matrice nXn est :

On obtient A;; en retirant

Cz’j — (—1) (Hj)detAz-j

la ligne L et la colonne J de A




Expansion de cofacteurs de Laplace

e Le déterminant d’une matrice A de dimensions nXn est donné par

Y Al =0a;1C;1 +a2Ci0 + ... +a;,Cin
A\‘ n pour n‘importe quelle
lighe
_ ) J,Zzl
e QU

|A‘ — alelj -+ CLQjCQj + ... + ananj

pour n'importe quelle

n
colonne
= > a;Cy —
1=1
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Sighe du cofacteur ? (—1)* 7 det A

e (i+)) pair ouimpair ?
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Réesume

L es valeurs propres d’une matrice A sont les solutions de I’équation

det(A — A\I) = 0

1

A-21|-D

1. Calculer le polynOme caractéristique

|

2. Determiner les valeurs propres en trouvant les racines du polynome

3. Pour chaque valeur propre A; : /A9 T)2e 0
A 1)5-

1. Calculer une base pour 'espace nul de la matrice A — A, I~ Yoonwn do (on L)

L, K
2. Les vecteurs formant cette base sont les vecteurs propres de A associés a /1i
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5. Orthogonalite




Vecteurs orthogonaux (ou perpendiculaires)

L9

e Deux vecteurs sont
orthogonaux si

W TV- O

e [ e vecteur 0 est orthogonal a
N'importe quel autre vecteur
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Sous-espaces d’'une matrice 5 _

lows B

. rang(A)=r
dos K 8(A)

Espace des lignes (r diwecoions) Espace des colonnes [ diws)
M onz B J s =S

gﬁ/ ¢ s)g g r b \/
N
7 r

Espace nul [~ (MWMW\ “space nul de A" [ -« NW@>
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Théoreme de la decomposition orthogonale

Soit W un sous-espace de R™. Tout vecteur v € R™ peut étre écrit sous la forme

V=V1+Z

oUVE Wetz €W S fuq, u,, ..., up} est une base orthogonale de W, alors

-
ow v Cuy v u,v
V — T u:l | T u2 _I_ ¢« o o | T uP
E}’El/ U, us u; Uy,
L T Jn oY \gox\ma&

A T
V= DAVARY
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Objectif

e Soit un sous-espace W € R™ donné par une base
{x1,X2,...,Xp}

e [ a méthode de Gram-Schmidt permet de trouver une base
orthogonale (et méme orthonormale) du méme sous-espace W

{q17q27 R 7qp}
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Cas a deux vecteurs

e COMMENCONS par un SouUs-
espace W a 2 dimensions

{X17 XZ}
e (On obtient
JA - X;_Vl
1 = X1 V2 = X2 T__ V1

e Sont-ils bien orthogonaux
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Rappel

FaCtO rlsatIOn QR S (;ram’gc\“”‘\ﬁ Q est une matrice orthonormale
\), —
A =QR
On sait comment calculer Q. Comment obtenir R ? }V}Mjw@air: hp

K. QA K:V?>\\ |
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6. Distance et approximation



i i ok A ud ALCVI‘MMQA\F{) %SM ko an ¥
Moindres carres

On nomme la solution a I'égquation

. - On nomm uatiori,
A éx —A'Db ’équation normale

| A |
' A />c - b '
la solution aux moindres carrés
car c’est elle qui minimise I'erreur quadratigue moyenne

s o bl < b Azl

e =|b—b|
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Inversibilite ATAx=ATb
x=(A"A)"'A'Db

C’est la matrice pseudo-inverse

Si les colonnes de A sont linéairement indépendantes, alors A' A est inversible.

Preuve ? Commencons avec A' Ax = 0.
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La decomposition en valeurs singulieres
(Singular Value Decomposition, ou SVD)

La SVD permet de factoriser n’importe quelle matrice A :

A=UxV'
W ‘[\/ h h
T O T T S I R
wm| W W Wi Wyel = U [ W 5 | nl| VoV Vi Veer = VY,
AU S I N A
SN o Vo ues ﬂAp-W 0 us(/\ﬂﬁ MFWJ@
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